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Today Topics 
• Random Process 

– Stationary: สถติไิมเ่ปลีย่น 
– Ergodic: Ensemble Average=Time 

Average 
– Autocorrelation 
– Cross Correlation 

• ตอ่ 
• Counting Process 
• MarKov Process 



Discrete-Time Random 
Process 

• อาจจะไดจ้ากการสุม่ตวัอยา่ง (Sampling) ของ 
Continuous RP 
– Uniform Sampling ดว้ย Sampling Period 𝑇𝑇 = 1

𝑓𝑓𝑠𝑠
 

• เราได ้… , X −T ,𝑋𝑋 0 ,𝑋𝑋 𝑇𝑇 ,𝑋𝑋 2𝑇𝑇 ,𝑋𝑋 3𝑇𝑇 , … 
• ปกตจิะละ Sampling Period ไวฐ้านทีเ่ขา้ใจ เราได ้

… ,𝑋𝑋 −1 ,𝑋𝑋 0 ,𝑋𝑋 1 ,𝑋𝑋 2 ,𝑋𝑋 3 , … 
•  มกัจะเขยีนในลกัษณะ 𝑋𝑋 𝑛𝑛 ;𝑛𝑛 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

𝑋𝑋(1) 𝑋𝑋(2) 𝑋𝑋(3) 𝑋𝑋(4) 𝑋𝑋(5) 𝑋𝑋(6) 𝑋𝑋(7) 𝑋𝑋(0) 𝑋𝑋(−1) 𝑋𝑋(−2) 𝑋𝑋(−3) 𝑋𝑋(−4) 𝑋𝑋(−5) 𝑋𝑋(−6) 𝑋𝑋(−7) 𝑋𝑋(−8) 



จํากดั Sequence ความยาว N 
• คา่ Autocorrelation สําหรับ N Samples  

– สมการจะลดรปู เหลอืแค ่Sum และเฉลีย่ N 
Point แตจ่ะเกดิการ Biased เพราะเราเฉลีย่
นอ้ยกวา่นัน้ 



Sequence ทัว่ไป 

 



મ઼��લ઼���દ્ધઙ્ખ  Correlation 
• 1. ดว้ยวธิกีราฟ 

– X(n) คณู X(n+m) คอื X(n) ทีเ่ลือ่นไปซา้ย m 
ตําแหน่ง 
• X(n-m) จะเลือ่นไปดา้นขวาแทน 

– จากนัน้ทําการคณูตวัอยา่งทีตํ่าแหน่งเดยีวกนั 
และจับผลลัพธม์าบวกกนั(Summation) 

– ถา้เป็น Autocorrelation ทําแคค่รึง่เดยีว 
เพราะ Rxx(m) เป็น Even Function 
• Cross Correlation ตอ้งทําทัง้สองดา้น 



મ઼��લ઼���દ્ધઙ્ખ  Correlation 
• 2. ดว้ยการแตก Summation 

– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑚𝑚 = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑥𝑥(𝑛𝑛 + 𝑚𝑚)∞
𝑛𝑛=−∞ = 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 −𝑚𝑚  

– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑌𝑌 ±𝑚𝑚 = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑦𝑦(𝑛𝑛 ± 𝑚𝑚)∞
𝑛𝑛=−∞ , not Even 

– Index ของ Summation จะสิน้สดุแค ่Index ของ 
x(n) ก็พอ เพราะทีเ่หลอืจะเป็น ศนูย ์

– เชน่ x(n) = {2, 1, -1 ,3}, y(n) = {1,2,1,-1,-3,4,5} 
– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 2 = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑥𝑥 𝑛𝑛 + 2 =2

𝑛𝑛=−1 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋 −2  
• = 𝑥𝑥 −1 𝑥𝑥 1 + 𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 2 + 𝑥𝑥 1 𝑥𝑥 3 + 𝑥𝑥 2 𝑥𝑥 4  
• = 2 −1 + 1 3 + −1 ∙ 0 + 3 ∙ 0 = 1 = 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋(−2) 

– 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋(−1) = ∑ 𝑥𝑥 𝑛𝑛 𝑦𝑦 𝑛𝑛 − 12
𝑛𝑛=−1 ≠ 𝑅𝑅𝑋𝑋𝑋𝑋(1) 

• = 𝑥𝑥 −1 𝑦𝑦 −2 + 𝑥𝑥 0 𝑦𝑦 −1 + 𝑥𝑥 1 𝑦𝑦 0 + 𝑥𝑥 2 𝑦𝑦 1  
• = 2 ∙ 2 + 1 ∙ 1 + −1 ∙ −1 + 3 ∙ −3 = −3 

 

-1    0     1    2 -3 -2  -1   0    1   2   3 



Random Process મ઼�ઙ્ખ �ઠ્ઠ �હ્યદ્નદ્બ 
• Counting Process 
• Birth and Death Process 
• Poisson Process 
• MarKov Process 
• MarKov Chain 



Counting Process 
 

N(t) 

t 



Poisson Process 
 



Poisson Process 
• ถา้แตล่ะเหตกุารณท์ีเ่กดิขึน้เป็น Random 

และไมข่ึน้ตอ่กนั มันจะเป็น Poisson 
– Probability ทีจ่ะม ีk เหตกุารณ์เกดิในชว่งเวลา 

t สามารถคํานวณไดจ้ากสตูร (ดหูนา้ถัดไป) 
– ระยะเวลาระหวา่งสองเหตกุารณ์ทีเ่กดิขึน้ เรยีก 

Inter-arrival time, 𝜏𝜏, จะมกีารกระจายแบบ 
Exponential ดว้ยคา่เฉลีย่ 1/λ,  
• 𝐹𝐹𝑋𝑋 𝜏𝜏 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 ≤ 𝜏𝜏 = 1−𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜏𝜏,𝑓𝑓𝑋𝑋 𝜏𝜏 = 𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 



Poisson Process 
 



Birth and Death Process 
 



State Diagram 
• พจิารณาจากระบบ มทีัง้ Birth ดว้ย Birth Rate 

λ(t) และ Death ดว้ย Death Rate µ(t) 
– เมือ่เราใหร้ะบบทํางาน ในระบบจะไมม่อีะไรอยู ่เรา

เรยีกวา่อยูท่ี ่State 0 
– เมือ่มหีนึง่ Event เขา้มา หรอื Birth ระบบจะม ีEvent 

เพิม่ขึน้และจะไปอยูท่ี ่State ทีม่ากกวา่ปัจจบุนั “หนึง่” 
– เมือ่มหีนึง่ Event จบลง (Death) ระบบจะลด State ลง

หนึง่ 
– คา่ State ของระบบคอืจํานวน Event ทีม่อียูใ่นระบบ 
– การกระโดดไปยงั State ทีส่งูกวา่ หรอืตํา่กวา่ สามารถ

กําหนดดว้ย Probability และเขยีนไดใ้นลกัษณะของ 
State Diagram 

• ถา้ระบบไมม่กีารจดจํา เราเรยีก Diagram นีเ้ป็น MarKov Model  
• ระบบคอื MarKov Process 
• การ Transition จาก State หนึง่ ไปอกี State หนึง่ กําหนดได ้

โดยคา่ Probability ทีค่งที ่



MarKov Process and Markov Chain 
 

xn xn+1 xn+2 xn-1 xn-2 



Markov Process and Markov Chain 

 

n n+1 n+2 n-1 n-2 



MarKov Chain 
• สําหรับ MarKov Chain (Discrete State แต ่

Time อาจจะเป็น Continuous หรอื Discrete) 
– ในขัน้นี ้เราจะเนน้ที ่Discrete Time Markov Chain 
– สมมตุแิกนเวลา ถกูแบง่เป็น Time Slot ทีเ่ทา่กนั 

และเราอยูท่ี ่State i ใน Time Slot ปัจจบุนั ดงันัน้
จะมเีหตกุารณ์เกดิไดด้งันี ้
• ระบบอยูท่ี ่State เดมิ ใน Time Slot หนา้ ดว้ยคา่ 

Probability 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 
• ระบบมกีารเปลีย่น State ไปยงั State อืน่ๆ ดว้ยคา่ 

Probability 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖; 𝑗𝑗 = 0,1,2, … ,𝑁𝑁, 𝑗𝑗 ≠ 𝑖𝑖 

 Note: Continuous Time MarKov Chain สามารถ Model จาก Discrete Time 
MarKov Chain โดยให้ Limit ระยะห่างของ Time Slot เข้าสู่ศูนย์ 



Discrete Time Markov Chain 

2 3 4 1 0 

ในรปูไมไ่ดแ้สดง Transition หมดทกุเสน้ 

𝑃𝑃0,0 
𝑃𝑃0,1 
𝑃𝑃1,0 

𝑃𝑃1,1 𝑃𝑃2,2 𝑃𝑃3,3 𝑃𝑃4,4 
𝑃𝑃0,2 

𝑃𝑃0,3 
𝑃𝑃0,4 

𝑃𝑃2,0 

𝑃𝑃3,0 𝑃𝑃4,0 

𝑃𝑃1,2 
𝑃𝑃2,1 

𝑃𝑃2,3 
𝑃𝑃3,2 

𝑃𝑃3,4 

𝑃𝑃4,3 



Discrete Time Markov Chain 

 

ถา้ระบบมไีดถ้งึ State N, (State 0,1,2,…,N),  
Transition Matrix จะมขีนาด (N+1)คณู(N+1) 



Discrete Time Markov Chain 

 



Notations: દ્ભ��દ્મ��� Discrete Time MarKov 
Chain 

• State Probability 
– คอื Probability ทีจ่ะพบวา่ระบบอยูท่ี ่State ใดๆ 
𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 0,1, … ,𝑁𝑁 

– ∑ 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑁𝑁
𝑥𝑥=0 = 1 

• Transition Probability 
– คอื Probability ทีร่ะบบจะกระโดดจาก State 

หนึง่ใน Time Slot ปัจจบุนั ไปยังอกี State หนึง่
ใน Time Slot หนา้ อยา่ลมืวา่ระบบไมม่กีารจํา 

– 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑖𝑖,𝑋𝑋𝑛𝑛+1 = 𝑗𝑗 ; 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 0,1, … ,𝑁𝑁 

– ∑ 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑁𝑁
𝑗𝑗=0 = 1 

• ระบบอยูท่ี ่Equilibrium คา่เหลา่นีจ้ะไมเ่ปลีย่น 
 

 
 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



Discrete Time Markov Chain 

 



สรปุ MarKov Chain 
• สถานะของระบบ ดไูดจ้ากจํานวณ Event ทีอ่ยูใ่นระบบ 

เรยีก State ของระบบ 
– ถา้ State เป็น Discrete เราได ้MarKov Chain 

• มคีา่ Probability สองชดุทีอ่ธบิายการทํางานของระบบ 
– State Probability: Probability ทีร่ะบบจะอยูท่ี ่State ใด 

State หนึง่ 
• ผลรวมของ State Probability จะตอ้งเทา่กบั 1 

– Transition Probability: Probability ทีร่ะบบจะมกีารเปลีย่น 
State 
• อธบิายจาก Transition Matrix 
• ผลรวมของ Transition Probability แตล่ะแถว จะตอ้งเทา่กบั 1 

• ถา้ระบบอยูท่ี ่Equilibrium คา่ Probability ของ State 
จะไมเ่ปลีย่น และสามารถอธบิายไดด้ว้ย Global Balance 
Equation 

• MarKov Chain ทีเ่ราสนใจคอื Irreducible และ 
Aperiodic 



Detailed Balance Equation: 
Simple MarKov Chain 

• Detailed Balance Equation 

ระบบจะอย ูท่ ี ่State เดมิ หรอืกระโดดไปยงั State ขา้งเคยีงเทา่น ั�น 



Markov Chain(Detailed Bal Eq) 

• Detailed Balance Equation 



• Transition Matrix ของ Simple Markov 
Chain จะมลีักษณะเป็น Tridiagonal 
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Example 
• MarKov Chain แสดงดว้ย Markov Model 

ดงัรปูขา้งลา่ง 
– 1. จงหา Transition Matrix 
– 2. จาก Transition Matrix จงคํานวณหา State 

Probability 
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Example 
– 1. จงหา Transition Matrix 

0 1 2 3 

0.5 0.8 0.6 0.6 

0.3 

0.2 

0.1 

0.1 

0.2 

0.1 

0.1 

0.2 

0.2 



















=

33323130

23222120

13121110

03020100

PPPP
PPPP
PPPP
PPPP

P



Example 
– 1. จงหา Transition Matrix 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 

0 1 2 3 

0.5 0.8 0.6 0.6 

0.3 

0.2 

0.1 

0.1 

0.2 

0.1 

0.1 

0.2 

0.2 

















=

6.02.02.00
2.06.01.01.0

01.08.01.0
2.003.05.0

P

0.13210 =+++ pppp

∑∑
∞

≠=

∞

≠=

=
jii

iji
jii

jij PpPp
,0,0

:Equation Balanced Global

2321310303231303

3231210202321202

3132120101312101

3032021010302010

][
][

][
][

PpPpPpPPPp
PpPpPpPPPp
PpPpPpPPPp
PpPpPpPPPp

++=++
++=++
++=++
++=++



Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Homogeneous Linear Eq.  ยงัแก้สมการไม่ได้ 



Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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สมการ Non Homogeneous System of Linear Equation  

แกไ้ดโ้ดยวธิ ีElimination จะได ้Unique Solution 



Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 

0 1 2 3 

0.5 0.8 0.6 0.6 

0.3 

0.2 

0.1 

0.1 

0.2 

0.1 

0.1 

0.2 

0.2 

















=

6.02.02.00
2.06.01.01.0

01.08.01.0
2.003.05.0

P



















=





































−
−

−

⇒

=+++
=+−
=++−
=++−

1
0
0
0

1111
2.04.01.00
2.01.02.03.0

01.01.05.0

0.1
02.04.01.0
02.01.02.03.0
01.01.05.0

3

2

1

0

3210

321

3210

210

p
p
p
p

pppp
ppp
pppp

ppp

Non Homogeneous System of Linear Equation  
แกไ้ดโ้ดยวธิ ีElimination จะได ้Unique Solution 

Algorithm ในการแกส้มการ จะกลา่วภายหลงั 



Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example 
– 2. จงคํานวณหา State Probability 
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Example: Simple MarKov 
• MarKov Chain แสดงดว้ย Markov Model 

ดงัรปูขา้งลา่ง 
– 1. จงหา Transition Matrix 
– 2. จาก Transition Matrix จงคํานวณหา 
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Example: Simple MarKov 
• Transition Matrix 
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Example: Simple MarKov 
• State Probability 
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Example: Simple MarKov 
• State Probability 
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Example: Simple MarKov 
• State Probability 
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End of Chapter 5 
• Chapter 6 

– Introduction to Queuing Theory 

• Homework Chapter 5 Download 
– เนน้ที ่Correlation ของ Stationary RP และ 

การใช ้Global/Detailed Balance Equation 
ใน MarKov Chain 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 6 

Part II, Chapter 6 
Queuing System 

 



Topics 

• Birth and Death Process 
• Unlimited Server 
• N Servers 
• Single Server, M/M/1 
• Kendal Notation 
• Applications 

 



System 
• ระบบประกอบดว้ย Input และ Output 
• พจิารณาระบบทีม่กีารใหบ้รกิาร(Service) แก่

ลกูคา้ (Customer) 
– ลกูคา้เขา้มาในระบบเพือ่ขอรับบรกิาร (Input) 
– ระบบม ีResource ทีจํ่ากดัในการใหบ้รกิาร 
– ลกูคา้ เมือ่ไดรั้บบรกิารแลว้ ออกไปจากระบบ 

(Output) 
• ระบบขายของหนา้รา้น, ระบบหนา้ธนาคาร, ระบบ

การจราจร, ระบบ Operating System ใน
คอมพวิเตอร,์ สถานน้ํีามัน/แกส๊, ควิจา่ยของ/
อาหาร, ระบบสือ่สารขอ้มลู, ระบบโทรศพัท ์และ
อืน่ๆอกีมาก 



Queuing System 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

1.อตัราการเขา้มาของลกูคา้ คอื Arrival Rate 
2.อตัราการออกไปของลกูคา้เม ือ่ไดร้บับรกิารเสร็จคอื Departure Rate 

3. State ของระบบคอืจาํนวนลกูคา้ทีอ่ย ูใ่นระบบ ทีร่อบรกิาร  
     หรอืก ําลงัถกูบรกิาร 

4. ถา้ระบบไมม่กีารจดจาํ การบรกิารลกูคา้แตล่ะรายเหมอืนกนั  
    และไมข่ ึ�นกบัอดตี เราสามารถใช ร้ปูแบบ MarKov Chain อธบิายระบบ 



Queuing System 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate 

5. ถา้เราแบง่ช ว่งเวลาการเขา้มาของลกูคา้เป็นชว่ง Time Slot  
    และบนัทกึเหตกุารณ ท์ ีเ่กดิข ึ�นในแตล่ะ Time Slot 

 a) มลีกูคา้ใหมเ่ขา้มา เพ ือ่ขอใชบ้รกิาร (State ของระบบจะเพ ิม่) 
หรอื  b) มลีกูคา้ทีไ่ดร้บับรกิารแลว้ออกจากระบบไป (State จะลด) 

หรอื  c) ไมม่ลีกูคา้ใหม ่และไมม่ลีกูคา้ทีใ่หบ้รกิารเสร็จ (State คงเดมิ) 
6. จาก Model ขอ้ 5 เราจะได ้Discrete Time Markov Chain 

7. ถา้ช ว่งเวลาของ Time Slot ส ั�นมากจนกระท ัง่ลกูคา้ทีเ่ขา้มา หรอืออกไป 
     ในชว่งหน ึง่ Time Slot สามารถมไีดแ้คค่นเดยีว 

         เราจะสามารถ Model ระบบไดเ้ป็น Simple MarKov Model 



Queuing System 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate 

ถา้ λ < µ ระบบจะสามารถ 
เขา้สู ่Equilibrium ได ้

𝜌𝜌 = 𝜆𝜆
𝜇𝜇; Server Utilization 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 

Detailed Balance Equation: 𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 
สาํหรบัสอง State i, j ทีอ่ย ูต่ดิกนัใดๆ 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 
𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 

ในทีน่ ี�เราจะพจิารณ ากรณ ี 
1. ทีล่กูคา้แตล่ะรายเขา้มาในระบบแบบ Random  

     และเป็น Poisson Process 
2. เวลาในการใหบ้รกิารของลกูคา้แตล่ะราย เป็น Random 

     มกีารกระจายแบบ Exponential 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 
𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 

Arrival: 1. Probability ทีจ่ะมลีกูคา้ k คนเขา้มาในชว่ง T วนิาท ี

𝑷𝑷 𝒌𝒌 = 𝑷𝑷 𝑿𝑿 = 𝒌𝒌 =
(𝝀𝝀𝝀𝝀)𝒌𝒌𝒆𝒆𝝀𝝀𝑻𝑻

𝒌𝒌!
;𝒌𝒌 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐, … 

             เม ือ่ 𝝀𝝀 เป็นคา่เฉล ีย่จาํนวนลกูคา้ทีเ่ขา้มา ตอ่วนิาท ี 
              2. คา่ Inter-arrival Time, 𝝉𝝉 จะมกีารกระจายแบบ  

             Exponential ดว้ยคา่เฉล ีย่ 𝟏𝟏 𝝀𝝀⁄  
  𝑷𝑷 𝑻𝑻 ≤ 𝝉𝝉 = 𝟏𝟏 − 𝝀𝝀𝒆𝒆−𝝀𝝀𝝀𝝀 



Queuing System 
Simple MarKov Model 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

Birth Rate Death Rate λ < µ 
𝒑𝒑𝒊𝒊𝑷𝑷𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒑𝒑𝒋𝒋𝑷𝑷𝒋𝒋𝒋𝒋 

Departure: 1. เวลาเฉล ีย่ท ีล่กูคา้ใชบ้รกิาร = 𝑻𝑻𝒔𝒔(Service Time) 
                        จะมกีารกระจายแบบ Exponential 

  Probability ทีล่กูคา้จะใช เ้วลาบรกิาร นอ้ยกวา่หรอื 
                         เทา่กบั 𝒕𝒕 𝑷𝑷 𝑻𝑻 ≤ 𝒕𝒕 = 𝟏𝟏 − 𝟏𝟏

𝑻𝑻𝒔𝒔
𝒆𝒆−

𝒕𝒕
𝑻𝑻𝒔𝒔�  

             2. Departure Rate คอือตัราทีล่กูคา้ออกจากระบบ 
                        เม ือ่ไดร้บับรกิารเสร็จ(อตัราการใหบ้รกิารแกล่กูคา้) 

                                  𝝁𝝁 = 𝟏𝟏
𝑻𝑻𝒔𝒔

 



Queuing System Case 1:  
Unlimited Server; No Queue 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

1. ลกูคา้ทีเ่ขา้มา เป็น Random ดว้ยอตัราเฉลีย่ 𝜆𝜆 และมกีารกระจายแบบ Poisson 
2. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี(ระบบม ี

        Server จํานวนไมจํ่ากดั และรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั) 
3. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ 𝑇𝑇𝑠𝑠 

4. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั 
5. ลกูคา้เขา้มาไดท้ลีะคน และออกทลีะคน 

6. ระบบนีเ้รยีก M/M/∞ 

… ∞ 



Queuing System Case 1:  
Unlimited Server; No Queue 

System Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตเ่ขา้มาไดท้ลีะคน และออกทลีะคน 
4. ระบบนีเ้รยีก M/M/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 

5. เราสามารถพสิจูนไ์ดว้า่คา่ State Probability จะมกีารกระจายแบบ Poisson 
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Queuing System Case 2: Lost System 
Limited Server=N; No Queue 

System, N Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ได ้N ถา้ทกุ Server เต็ม จะรับ Customer ใหมไ่มไ่ด ้(Lost) 
4. ระบบนีเ้รยีก M/M/N/N แสดงไดด้ว้ย N-state Simple Markov Model 

5. State Probability จะมกีารกระจายแบบ First Erlang (Erlang B) Distribution 
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Queuing System Case 3: Delay System 
Limited Server=N; With Unlimited Queue 

System, N Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดส้งูสดุ N พรอ้มๆกนั  
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 

5. ระบบนีเ้รยีก M/M/N หรอื M/M/N/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 
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Queuing System Case 3: Delay System 
Server=1; With Unlimited Queue; M/M/1 

System, 1 Server Customer Customer 

Arrival Rate = λ Departure Rate = µ 

λ < µ 

1. สมมตุวิา่ Customer แตล่ะคนทีเ่ขา้มาเป็น Poisson และไดรั้บการ Service จากระบบทันท ี
2. เวลาทีใ่ชใ้นการ Service เป็น Random สมมตุวิา่เป็น Exponential ดว้ยเวลาเฉลีย่ T 

3. ระบบสามารถรับ Customer ไดไ้มจํ่ากดั แตจ่ะ Service ไดค้รัง้ละคน 
4. ถา้ทกุ Server เต็ม Customer ใหมจ่ะตอ้งรอใน Queue ในกรณีนีจ้ะเกดิ Queuing Delay 

5. ระบบนีเ้รยีก M/M/1 หรอื M/M/1/∞ แสดงไดด้ว้ย Simple Markov Model 
6. State Probability จะมกีารกระจายแบบ Second Erlang (Erlang C) Distribution 

0 1 2 i j ∞ 

!
][

k
ekP

k λλ −

= µ
1;][ / ==≥ −

s
Tt TetTP s

jijiji PpPp =

)1(

11
)1(

1

0

ρρ

ρ
ρ

ρ

−=

−=







+

−
=

−

x
xp

p



Queuing System: Model 

S Customer Customer 

Arrival Rate = λ 

S 

S 

S 

M/M/N  
Queuing System 

Queue(FIFO) 

Servers 

Service Rate  
= µ=1/Ts 



M/M/1: Summary 

S 
λ µ=1/Ts 

Arrival = Poisson, λ 
Inter Arrival Time = Exponential, 1/λ 

Service Rate, µ 
Service Time, Ts (1/µ) = Exponential 

Queue = FIFO 
1 Server 



Queuing Model(1 Server); 
M/M/1 

λ

0 1 N+1 N+2 X 

Queue = 0, No Delay Queue = Delay 

arrival rate 
1/Ts = service rate 

For each server 

sT/1=µ

Server วา่ง Server Busy 



การทาํงานของ M/M/1 

No Q Delay 
Queue Empty 

Delay 
Customer Wait in Q 

Severe Delay 
Queue Overflow (Full) 

Congestion 
Packet Lost 

State = 0 

State = 1 

State = x; Queue = infinity 

State = x; x = Q+1 

กรณีที ่Queue มขีนาดจํากดั = Q 



เปรยีบเทยีบ Queuing Model  
(N Server); M/M/N 

0 1 i j N N+1 N+2 X 

Queue = 0, No Delay Queue = Delay 

A/h=arrival rate 
1/h = service rate 
For each server 

Maximum Service Rate 
= N/h 

Service Rate at State 
k = k/h 

Server วา่ง 
1 Server Busy 

i Server Busy N Server Busy 



M/M/N 

No Delay 
Queue Empty 

Delay 
Customer Wait in Q 

Severe Delay 
Queue Overflow (Full) 

Congestion 

State < N 

State >= N 

Limited Q 



Network Model using 
M/M/1 

แตล่ะ Router เชือ่มตอ่กนัดว้ย Logical Link เดยีว 
เสมอืนวา่ม ีTransmitter ตวัเดยีวในการสง่ขอ้มลูผา่น Link 



Network Model (M/M/1) 

สมมตุวิา่คอมพวิเตอรท์ีต่อ่กบั Router  
ตอ้งการสง่ขอ้มลูถงึกนั ตามเสน้ทางทีกํ่าหนด 



Network Model (M/M/1) 

ที ่Output ของ Router สามารถ Model โดยใช ้M/M/1 



Network Model (M/M/1) 

ถา้เราใหท้กุ Model เป็น M/M/1  
ดงันัน้ Delay จะเป็นผลรวมของ Delay แตล่ะอนั 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Kendal Notation 
 



Next Week 
• M/M/1 Analysis and Examples 
• HW 5 Due 
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